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1 はじめに

本研究では空中，水中，宇宙空間などの 3次元空間

中を自律的に移動するロボット群の分散制御を考える．

2次元平面上でのロボット群の分散制御に関する研究

は数多く存在しているため，3次元空間中のロボット

を，2次元平面上に乗せることは有用であると考えら

れる．山内ら [1]は，3次元空間中の無記憶完全同期ロ

ボット群に対し，全てのロボットの局所座標系が右手

系に統一されている (キラリティがある)という仮定の

下での平面形成問題の必要十分条件を示した．

本研究では，ロボットの持つ局所座標系に着目し，

右手系と左手系が混在している (キラリティがない)場

合を考え，3次元空間中のキラリティのない無記憶完全

同期ロボット群の平面形成問題の十分条件を示す．本

稿では，山内ら [1]の平面合意条件を満たさないロボッ

ト群の配置であっても，ロボット群にキラリティが無

ければ，平面を合意可能な場合が存在することを示す．

2 諸定義

2.1 ロボットのモデル

各ロボットは，3次元空間中の点であると仮定し，観

測，計算，移動からなるサイクルを同期的に実行する

完全同期モデルであると仮定する．さらに，各ロボッ

トは無記憶であり，自分自身や他のロボットが一つ前

のサイクルに行った動作を記憶することができない．

また，各ロボットは移動途中に停止せず，各ロボット

の移動経路は重なっても良いとする．またロボットは

自身の局所座標系で観測を行うとし，本研究では局所

座標系に関していずれの仮定も置かない．

2.2 平面形成問題

平面形成問題とは全てのロボットがひとつの平面を

合意し，合意した平面へ着地する問題である．文献 [1]

ではロボットは重複無く，異なる点に着地することを

平面形成の条件としている．本研究では，重複を避け

て着地不可能な場合が存在するという問題を解決する

ために，着地の際の 2点重複を許す．

2.3 対称性の群

山内ら [1]はロボット群を点集合とみなし，回転操

作がなす群である回転群を用いることでロボットの配

置の対称性を分類している．本研究でもまた，ロボッ

トの配置の対称性に着目するが，キラリティのない仮

定において回転群により対称性を分類しようとすると，

右手系と左手系が鏡映対称性であることを原因とする

問題が生じる．そこで，回転操作と鏡映操作が成す群

である対称性の群を用いてロボットの配置に関する対

称性を分類する．回転群と対称性の群は，シェーンフ

リース記号 [3]を用いて表記することができ，対称性

の群は回転軸の種類と本数，鏡映面の存在の有無から

全 17種類に分類される．これは回転群を表す記号と

添え字から表記され，巡回群 C，二面体群D，回映群

S，正四面体群 T，正八面体群O，正十二面体群 I，と

添え字 {v, h}を用いて表記される．添え字 vは回転数

が最大である軸 (主軸)に対して平行方向に鏡面がある

ことを示し，hは主軸に対して垂直方向に鏡面がある

ことを示し，添え字が無い場合は鏡面が無いことを示

す．回映群 Sは回転群には含まれない群であり，これ

は回転操作と鏡映操作を同時に行う回映操作，を要素

とする群である．また，対称性の群には部分群の関係

が存在するものがあり，例えば T は O の部分群であ

る．これを T ≺ O と表記することとする．本研究で

はロボット全体の配置 P の対称性の群を ι(P )で表す．

回転群と対称性の群の一覧については表 1に示す．
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2.4 ι(P )-分割

文献 [1]で定義される γ(P )-分割，と同様に定義さ

れる ι(P )-分割を定義する．ロボットの配置 P を ι(P )

の群の作用によって軌道に分割できるが，この軌道空

間を {P1, P2, ..., Pm}とし，P の ι(P )-分割と呼ぶ．各

Pi の任意の 2つの要素は ι(P )の操作によって相互に

入れ替えることができ，これを頂点推移性があると呼

ぶ．頂点推移性を持つ各 Pi内のロボットは後述する ι

に対するローカルビューを用いることで同じ観測結果

を持つ．ι(P )は P を観測する局所座標系に依らない

ため，各ロボットは ι(P )-分割を計算でき，ιに対する

ローカルビューを用いることで文献 [1]と同じく全ロ

ボットで {P1, P2, ..., Pm}を一意に順序づけることが
できる．

2.5 局所座標系に関する回転群 ω

P に属する全てのロボットの配置と局所座標系が，

回転群Aの全ての元を作用させても一致するとき，そ

のうち最大の位数の群Aを ω(P ) = Aとする．すなわ

ち，ωは局所座標系に関する対称性を示す．

2.6 ιに対するローカルビュー

文献 [1]ではローカルビューと呼ばれる観測方法を

定め，ローカルビューが同一な集合に回転群を用いて

分割することで，平面合意のアルゴリズムの道具とし

ている．キラリティのある仮定下でのローカルビュー

[1]は以下のように定められる．

まず経度, 緯度, 高度を考える．初期配置 P =

{p1, p2, ..., pn}の配置 piを全体座標系でのロボット ri

の位置とする．P は平面に含まれておらず，最小包含

球の中心 b(P )について b(P ) /∈ P と仮定する．最大の

空の球L(P )は中心が b(P )であり，内側にP の点を含

まない球である．また L(P )は少なくとも P の 1つの

点を表面に含む．riは L(P )を地球として捉え，直線

pib(P )を地軸として捉える．線分 pib(P )とL(P )の交

点を北極 NPi とする．そのときロボット ri は地軸上

に無いロボットを子午線ロボット rmi を選ぶ．rmi の

選び方は後述する．線分 pmib(P )と L(P )との交点を

MPi とする．L(P )上の NPi から始まり，MPi を含

む大きな半円を本初子午線とする．riの局所観察をこ

の地球を中心とした経度，緯度，高度を用いて変換す

る．ロボット rj ∈ P の位置を高度 hj(範囲 [0,1])，経度

θj(範囲 [0,2π))，緯度 ϕj(範囲 [0,π])で表す．L(P )上

の点を高度 0，B(P )上の点を高度 1とする．MPiの

経度を 0とする．また，経度の正の方向は反時計回り

とする．NPiの緯度を 0,赤道を π/2,南極を πとする．

pj の位置を p∗j = (hj , θj , ϕj)と表記する．この位置の

比較として辞書式順序と同様の方法で，順序付けを行

う．二つの位置 (h, θ, π)と (h′, θ′, π′)があるとき,以下

の条件の時のみ (h, θ, π) < (h′, θ′, π′)と順序付ける．

h < h′, or

h = h′ and θ < θ′, or

h = h′, θ = θ′ andπ < π′

V ∗
i = ⟨p∗i , p∗mi

, p∗j1 , p
∗
j2
, ..., , p∗jn−2

⟩を p∗j の位置を並

べたリストとする.(p∗jk < p∗jk+1
)．これを ri のローカ

ルビューとする．子午線ロボットはローカルビュー V ∗
i

が最も小さい順序になるように選ばれる．

しかし，この座標系によらない観測方法であるロー

カルビューをキラリティのないロボット群に適応する

と，ロボットが右手系であるときは経度の正方向は全

体座標系 (右手系) から見て反時計周り，左手系であ

るときは時計周り，となり経度の正方向が一意に定

まらない．すなわち ι(P )-分割された部分集合である

{P1, P2, ..., Pm}を一意に順序付けることができなくな
る可能性がある．よって ι(P )-分割した各部分集合の

ローカルビューが一致するように，以下のような変更

を加え ιに対するローカルビューの定義を定める．

ローカルビュー [1]を定めようとしたとき，経度の

正の方向を反時計周りを正とするか，時計周りを正と

するかによってローカルビューが異なる場合は小さく

なる方をローカルビューとする．

3 キラリティのないロボット群の平

面合意問題の十分条件

文献 [1]では，ロボットの対称性が回転群で Cn ま

たは Dn，すなわち対称性の群で対称性が Cn，Cnv，

Cnh，Dn，Dnd，Dnhであると平面合意可能であるこ

とが示されている．ここで山内ら [1]の平面合意条件

に含まれない初期配置 P であっても，キラリティがな

い場合，あるアルゴリズムによってロボットを移動さ

せた後の配置 P ′の対称性の群 ι(P ′)を平面合意可能な

対称性に変換可能な場合が存在することを次の補題 1

にて示す．
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(a) (b) (c)

図 1: 12台 ι(P ) ∈ {T, Tv, Th}対称性を持つ配置例

補題 1. P は頂点推移性を持ち，|P | = 12 である

とする．また nR を P に含まれる右手系の台数，nL
を左手系の台数とする．ι(P ) ∈ {T，Tv，Th} である
とすると，このとき (nR > 0) かつ (nL > 0) で

あるならば無記憶完全同期ロボット群は，ι(P ′) ∈
{Cn, Cnv, Cnh, Dn, Dnv, Dnh} を満たす配置 P ′ に P

を変換できる．

補題 1の条件にあてはまる具体的な配置は図 1であ

る．補題 1にて，ι(P )の条件が {T，Tv，Th}である理
由を述べる．先に述べたように補題 1は山内ら [1]の示

した平面合意不可能な初期配置 P であっても，キラリ

ティがない場合平面合意可能になる場合が存在するこ

とを示している．そのため補題 1の条件はキラリティ

のある仮定において平面合意不可能である条件を示し

ているが，キラリティのある仮定 [1]において平面合

意不可能な配置に属する対称性は，部分群として T を

含んでいるという性質があり，回転群 T は対称性の群

における {T，Tv，Th}の部分群であるため，対称性が
{T，Tv，Th}であるとき平面合意不可能な場合が存在
する．よって，キラリティのある仮定において平面合

意不可能な配置を，対称性の群で表した {T，Tv，Th}
が補題１の条件となっている．この平面合意不可能な

対称性としてあげられる {T，Tv，Th}を平面合意可能
な配置に変換できる場合を補題１にて示している．

この補題 1にて使用される P を変換するアルゴリズ

ム ψはある前提条件を持つ入力に対し，各ロボットが

実行するアルゴリズムであり，

Z軸の負の方向を最小包含球の中心 b(P )に向け，その

ロボット riから最も近い 3回回転軸から ϵ手前の地点

に移動する．その後最も近い 3回回転軸を中心に，反

時計回りに 1/6π回転する．

という動作を主に行うものであり，また ψが仮定する

前提条件は次の二つを両方満たすものである．

1. ロボットから最も近い 3回回転軸が 1本のみ存在．

2. ι(P ) ⪰ T

ただし，実際はロボット群が持つ最小包含球の表面上

(図 2)に移動した方が，ロボットの重複を回避できる

ため，実際の ψは (Algorithm3.1)とする．

また補題 1と ι(P )-分割を用いることで定理 1が証

明される．なお，定理 1は山内ら [1]の平面形成の条

件が成立しない場合の平面形成可能性である．

Algorithm 3.1 ψ at ri

記法：

P：全体座標系 Zi での配置．

B(P )：P を包括する最小包含球．

b(P )：最小包含球 B(P )の中心．

rad(B(P ))：最小包含球 B(P )の半径．

ι(P )：対称性の群における P の対称性．

ri：P に属するロボットのうち自分自身を指す．

nrib：ri からもっとも近い 3回回転軸と,

B(P )との２つの交点のうち

ri から距離の小さい方の交点．(

rinrib：B(P )上を通る ri と nrib を結ぶ弧．

ϵ：ϵ =rad(B(P ))/2

前提条件：

ri から最も近い 3回回転軸が 1本に定まる．

P は頂点推移性を持ち，ι(P ) ⪰ T

アルゴリズム：

Z軸の負の方向を最小包含球の中心 b(P )に向ける．(

rinrib 上で，nrib からの弧上の距離が ϵ手前である

点に移動し (図 2)，もっとも近い 3回回転軸を中心

に反時計回りに 1/6π回転する．

(図 3はロボットが移動する際に通る円周を表す．)
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図 2: ψ(Algorithm3.1)による球面移動のイメージ 図 3: ψによる移動範囲

定理 1. P (0)を任意の初期配置，ι(P (0))を P (0)の対

称性の群とする．{P1, P2,…, Pm}を ι(P (0))-分割とす

る．Pi に含まれる右手系の台数を niR ,左手系の台数

を niL と表す．
∀i, (|Pi| ∈ {12, 24, 48, 60, 120})である

とする．このとき ∃i, ((niR > 0)∧ (niL > 0)∧ ((|Pi| =
12)∨ (ω(Pi) ̸≻ T ))) が成り立つならば無記憶完全同期

ロボット群は平面を合意可能である．

文献 [1]の平面形成の条件と定理 1により，キラリ

ティのないロボット群の 2点重複を許す平面形成問題

の十分条件を示すことができる．

定理 2. P (0)を任意の初期配置とし，{P1, P2,…, Pm}
を ι(P (0))-分割とする．Piに含まれる右手系の台数を

niR，左手系の台数を niL と表す．キラリティのない無

記憶完全同期ロボット群は以下の条件を少なくとも 1

つ満たすとき，着地の際 2台のロボットの重複までを

許すと平面形成可能である．

1. ι(P ) ̸≻ T ,

2. {ι(P ) ⪰ T} ∧ {∃i, (|Pi| ̸∈ {12, 24, 48, 60, 120})},

3. {ι(P ) ⪰ T} ∧
{∀i, (|Pi| ∈ {12, 24, 48, 60, 120})} ∧
{∃j, ((njR > 0) ∧ (njL > 0) ∧ (ω(Pj) ̸≻ T ))}.

この定理を実現するアルゴリズムを具体的に与える

ことで，定理 2は証明可能である．

4 今後の課題

定理 2はキラリティのないロボット群に対する平面

形成問題の十分条件であるため，今後必要条件につい

ても検討する．さらに，今回は平面への着地の際に 2

点重複を許しているが，重複を回避するための手法条

件を検討することも課題である．
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