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1 はじめに

近年, 産業連関ネットワークに関する分析が盛ん

に行われている. 産業連関ネットワークは, 産業間

の取引関係のデータである産業連関表を隣接行列と

みなした, 点を産業, 辺を産業間の取引, 辺重みを取

引量としたネットワーク（グラフ）である. 産業連

関ネットワーク分析の中で, 産業間の重要な部分構

造を見つけるクラスタ分析はグラフ最適化問題とも

親和性が高い. Kagawaらは, 正規化カット問題を応

用したクラスタ分析を行い, 日本の自動車サプライ

チェーンにおいて, ４つの CO2排出クラスタを抽出

した [6]. この他にも様々な産業連関ネットワークか

らの各種定義に基づくクラスタ抽出・それに基づく

政策提言を行う研究がなされている.

このように, 産業連関ネットワーク分析において,

重要な部分構造（組合せ構造）抽出が必要とされる

場面が多く存在する. しかし, そのような部分構造

抽出問題は多くの場合, 計算論的な難問であること

が多く (NP 困難), 産業数が数百程度のネットワー

クでも素朴なアルゴリズムでは解析が不可能となる.

一方, グラフアルゴリズム論の発展により, 一般には

NP 困難である問題であっても, 何らかのパラメー

タ値が小さいグラフを対象とするならば, 高速なア

ルゴリズムの設計が可能となる場合がある. 例えば,

木幅と呼ばれるグラフパラメータが小さなグラフで

は, 多くの組合せ最適化問題を高速に解くことがで

きることが知られている. このようなとき, 木幅に

関する固定パラメータアルゴリズムが存在するとい

う. 例えば, 後述する最小 k-分割問題は, 木幅に関

するO(2ω · n3)-時間固定パラメータ容易アルゴリズ

ムが存在する [8]. ただし, nは頂点数, ω はグラフ

の木幅である. 本研究ではグラフの木幅の上限値と

下限値を求めることにより, 木幅に関する高性能ア

ルゴリズムの適用可能性について考える. 一般に産

業連関分析ネットワークは木幅が大きく, そのまま

では木幅に関する固定パラメータアルゴリズムは適

用できない. そこで, 本研究ではネットワークの辺

重みに閾値を導入し, 閾値未満の重みの辺を削除す

ることにより, 対象となるグラフの木幅を小さくす

ることを考える（グラフ疎化）. この際の閾値の選

択によっては分析対象となる構造まで壊しかねない.

このようなグラフ疎化に対する影響を調べるために,

モジュラリティと呼ばれるクラスタリング指標を用

いて, グラフ疎化による構造の変化についても考察

する.

2 産業連関ネットワーク

産業連関ネットワークは, 産業連関表から作成さ

れたネットワーク（グラフ）である. 産業連関表と

は産業間の取引関係を表した正方行列であり, 各要

素は産業間の取引量を表す. これを重み付き隣接行

列と見立てて構成したグラフが産業連関ネットワー

クである.

このような生成法から, 産業連関ネットワークは

いくつかの特徴的な性質を持つ. 第一に, 地理的, あ

るいは経済圏の影響を反映した部分的に密なグラフ

構造を持つ. 例えば, 日本国内の県別に分けた産業を
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対象とした産業連関ネットワークを考えると, (1) 同

県内, あるいは近県間の産業間に重みの大きい辺が

張られやすい, (2)遠い県の関連の薄い産業間にはそ

もそも辺が張られない (取引量 0), 等の特徴がある.

同様の特徴は, 国際産業連関ネットワークにおける,

国別の産業の関係等でも見られる. このことは, 産業

連関ネットワークの対象とする産業の分類にも依存

するが, 大雑把には産業連関ネットワークは, 極めて

密度が大きいいくつかの部分を全体としては比較的

疎な形で結んだようなグラフとなっていることを示

唆するものである. 2005年の日本産業連関表 (397部

門) からなるグラフの例では, グラフ密度が約 0.468

(潜在的な辺のうち, 46.8%が実際に辺となっている)

と密であり, また大きさ 93のクリークを持つ.

第 2に, 辺重みの分布がロングテール的, すなわち

重みの大きな辺は少数であり, 重みの小さい辺が大

部分を占めている. 2005 年の日本産業連関表 (397

部門)における辺重みの分布は図 2のようになる. す

なわち, 上述のように 2005年の日本産業連関表の表

すネットワークは密ではあるが, その辺の多くは比

較的小規模の取引を表しており，重要と考えられる

大きな規模の取引を表す辺はごく少数であることを

示唆している. このような辺重み分布のグラフに対

して, グラフ分割問題によるクラスタリングを考え

るとき, 閾値によるグラフ疎化は有効な手段である

と考えられる.

3 グラフ分割問題

本節では, 産業連関ネットワークに対するクラス

タ分析への応用が期待される正規化カット問題と最

小 k-分割問題について述べる. はじめに, 正規化カッ

ト問題は以下のように定義される.

定義 3.1 ([9])

入力: G = (V,E), 辺重み関数 w : E → Q+, 自然数

K. 　

出力:
∑K

k=1 cut(Ck)/
∑

u∈Ck,v∈V wuvを最小にする

K 個の点部分集合 C1, . . . , Ck ⊆ V . ただし,

図 1: 2005年日本産業連関表 (397部門)の辺重み分

布 (ログスケール)

Ck ∩ Cl = ∅ (∀k, l ∈ {1, 2, . . . ,K}, k ̸= l)かつ∪K
k=1 Ck = V .

ここで wuv は, e = (u, v) ∈ E のとき, wuv = we,

そうでないとき, wuv = 0とする. また, cut(C) =∑
u∈C,v/∈C wuv である. この問題は,一般のカット問

題と異なり, 出力されるクラスタ, すなわち K 個の

点部分集合から得られる誘導部分グラフの辺の合計

値でカット値を割る. これによって, クラスタの内側

は密になり, 外側は疎になる. 正規化カット問題は

NP-困難であるが, グラフスペクトル理論と k-平均

法を用いて, 近似解を求める方法がある.

一方, 最小 k-分割問題は以下のように定義される.

定義 3.2 ([5])

入力: G = (V,E), 自然数K. 　

出力:
∑K

k=1 cut(Ck)を最小にするK 個の点部分集

合 C1, . . . , Ck ⊆ V . ただし, ||Ck| − |Cl|| ≤
1, Ck ∩ Cl = ∅ (∀k, l ∈ {1, 2, . . . ,K}, k ̸= l)か

つ
∪K

k=1 Ck = V .

すなわち, カット値が最小であり, かつそれぞれの点

部分集合の大きさの差が 1以下であるK個の点部分

集合を見つける問題である. 最小 k-分割問題は NP-

困難である. また k = 2のとき, 特に最小 2分割問
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題と呼ばれる. 最小 2分割問題も, 同様に NP-困難

である. しかし, 木幅に関する O(2ω · n3)-時間固定

パラメータ容易アルゴリズムが存在する [5].

Kagawaらは正規化カット問題を応用することに

よりクラスタ分析を行っているが,解が k‐平均法の

初期値に影響を受けやすく, 計算結果が不安定であ

るという問題があった [6]. また, 応用先である産業

クラスタの発見は, クラスタ間の産業の協力により

CO2の削減や生産の強化などを行うときの効果の上

昇を目指すものである. したがって, クラスタ内の産

業の数がなるべく近くなるように産業を分割するこ

とが求められる. 以上から, 産業連関ネットワークに

対するクラスタ分析に対して, 最小 k-分割問題とそ

れに対するアルゴリズムの応用が期待される. 次節

では, 最小 k-分割問題に対する木幅に関するアルゴ

リズムの適用可能性を調べるために, 木幅の上限値

と下限値を求める.

4 閾値と木幅

本節では, 木幅の上限値と下限値を求める. 初めに

木幅の性質を述べる.

木幅とは, 木分解することにより得られるグラフ

パラメータである. まず, 木分解の定義を与える.

定義 4.1 (木分解 [8]) グラフ G = (V,E), ノード

集合 I = {1, 2, . . . , N}, ノードのバッグ集合 X =

{X1, X2, . . . , XN ⊆ V }, , 木 T に対して,以下の条

件を満たす ⟨{Xi|i ∈ I}, T ⟩を木分解 (Tree Decom-

position)という.

1.
∪

i∈I Xi = V ,

2. ∀{u, v} ∈ E に対して, ∃i ∈ I : {u, v} ⊆ Xi,

3. ∀i, j, k ∈ I に対して, T において iと kのパスの

間に j が存在するとき, Xi ∩Xk ⊆ Xj.

このとき,木幅はω := maxi∈I |Xi|−1と定義される.

木幅を求めることは, NP-困難であるが, O(nω+2)-時

間アルゴリズムなどが知られている [1].

また, G = (V,E)に対して, 木幅を ω, 最大クリー

クの大きさを sとすると以下の性質を満たす.

性質 4.1 ([3])

1. ω ≥ s,

2. Gが弦グラフならば, ω = s.

したがって, グラフの最大クリークの大きさとグ

ラフを三角化して得られる弦グラフの最大クリーク

の大きさを求めることにより, 木幅の上限値と下限

値を求めることができる.

実際に求めた最大クリークの大きさを図 2, 3に示

す. 図 2は 2005年日本産業連関表 (397部門), 図 3

はWIOD2011(40カ国 35部門)のデータを使用して

いる. 図の縦軸は最大クリークの大きさ, 横軸は辺重

みに関する閾値を表わす. 右にいくほど閾値は高く

なり, グラフは疎になっている. また, 黒の点が元の

グラフ, 赤の点が三角化して得られるグラフを表わ

す. したがって, 赤と黒の点の間に木幅が存在する.

本研究では, Rのグラフパッケージ igraphと gR-

baseを用いて検証した [10, 4]. 図が示すように, は

じめはグラフの木幅は大きいが, グラフを疎化する

ことにより, 急激に減少していくことがわかる.

5 閾値とモジュラリティ

前節では, グラフを疎化していくときの木幅の大

きさの上限値と下限値を変化を調べた. 本節では, グ

ラフ疎化によって, 重要な部分構造が失われていな

いかをモジュラリティと呼ばれる指標を用いて考察

する.

モジュラリティとはグラフのクラスタリングの良

さを表わす指標である. 重み付きグラフGにおいて,

K 個のクラスタが与えらたとき, モジュラリティは

以下のように定義される.

定義 5.1 ([7])

Q(K) =
K∑

k=1


∑

u,v∈Ck
wuv∑

u,v∈V wuv
−

(∑
u∈Ck,v∈V wuv∑

u,v∈V wuv

)2

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図 2: 2005年日本産業連関表 (397部門)の閾値と最

大クリークの変化

図 3: WIOD2011(40カ国 35部門)との閾値と最大

クリークの変化

我々は, 閾値で辺を切ったあとの疎化されたグラフ

にグラフクラスタリングアルゴリズムを適用し, 得

られたクラスタを再び疎化前のグラフに当てはめる

ことにより, 疎化による影響について分析した. 本研

究では, グラフクラスタリングアルゴリズムとして,

計算時間が速い Blondelらのアルゴリズムを使用し

た [2].

2005年日本産業連関表とWIOD2011に対する結

果をそれぞれ図 4, 5に示す. 図の縦軸はぞれぞれの

閾値で切ったときのモジュラリティ, 横軸は閾値で

ある. 最大クリークの大きさと比較すると, モジュラ

リティはあまり減少しない. また, 疎化したときに生

図 4: 2005年日本産業連関表 (397部門)の閾値とモ

ジュラリティの変化

図 5: WIOD2011(40カ国 35部門)との閾値とモジュ

ラリティの変化

じる孤立点を適切にクラスタに割り当てれば, さら

に上昇することが期待される.

6 まとめと今後の課題

本研究では, 木幅の上限値と下限値を分析するこ

とにより, グラフ分割問題に対する木幅に関する固

定パラメータ容易アルゴリズムの適用可能性につい

て考察した. そのままのグラフでは木幅が大きいが,

グラフを疎化することで加速度的に減少することが

わかった. 一方で, グラフの構造の変化を見るために

モジュラリティを指標とした分析も行った. その結
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果, モジュラリティは木幅に比べて, 減少しにくいこ

とがわかった. すなわち, 重要な部分構造が残ったま

ま疎化されているといえる. 以上のことから, 産業連

関ネットワークに対するグラフの疎化処理は有効で

あることが予想される. 今後は, 木幅に関するヒュー

リスティックアルゴリズムを用いてより木幅に近い

近似値を求め, さらに実際にグラフ分割問題を解く

ことによって, グラフ疎化の解に対する影響を分析

することによって, 産業連関ネットワークに対する

グラフ疎化がより有効であることを示したい.
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