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概要

日本のジャンケンは，グー (石)，チョキ (鋏)，パー (紙)の 3つの手によるものが

一般的であるが，世界には 4 手以上からなるジャンケンが数多く存在する．しかし

その中には明らかに他の手と比べ弱く，使うべきでない手（無駄な手）が含まれるも

のも多々ある．伊藤らは，無駄な手のない 4 手以上のジャンケン（一般化ジャンケ

ン）について有向グラフとしての特徴づけを行った．本研究では，一般化ジャンケン

を 2 人ゼロ和ゲームとして定式化し，最適混合戦略の観点から一般化ジャンケンに

ついて考察を行う．伊藤らの定めた無駄な手のないジャンケンであっても， 戦略的

には無駄な手が存在し得ること, 戦略的に無駄な手が存在しないジャンケンは必ず奇

数手からなることを示す．

1 はじめに

日本のジャンケンは，グー (石)，チョキ (鋏)，パー (紙)の 3つの手からなり，石は鋏

に勝ち，鋏は紙に勝ち，紙は石に勝つ．両者が異なる手を出せば必ず勝負がつき，同じ手

を出した場合は引き分けとなる．日本人ならば誰もが知る遊びの 1つであろう．日本だけ

でなく，世界中にもジャンケンやその類型は存在する．その中には，日本の 3手からなる

ジャンケンと違い，4 手以上からなるものも多々ある．wikipedia によると, フランスで
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は 4手 (pierre (石), papier (紙), ciseaux (鋏), puit (井戸))からなるジャンケン, 5手か

らなるジャンケン (4手のジャンケンに Bombe (爆弾)を加えたもの)などが存在する [4].

伝統的なジャンケン以外にも新たなジャンケンの一般化が考えられており, 例えば David

C. Lovelace氏は, 7手, 9手, 11手, 15手, 25手, さらに 101手からなるジャンケンを提

案している [5]. 以下では，4手以上であっても，異なる 2手の間に必ず勝ち負けが設定さ

れているようなジャンケンの類型のことを単にジャンケンと呼ぶ．

世界のジャンケンを調べてみると，明らかに他の手と比べて弱く，使うべきでない手が

含まれるものもある．例えば上述の 4 手からなるフランスのジャンケンでは，石と井戸

は共に鋏に勝ち紙に負けるが, 井戸が石に勝つため石を出すならば井戸を出すほうが良い.

伊藤らは，このように他の手の下位互換となっている手を無駄な手と定義し，手数 5 以

上ならば無駄な手のないジャンケン（一般化ジャンケン）を作ることができることを示し

た [2]．

さてこれらジャンケンを実際に遊ぶとして，どのように出す手を選ぶべきかを考えよう.

通常の 3手からなるジャンケンの場合, 石・紙・鋏を 1/3ずつの等確率で出すのが妥当な

「戦略」であるように思われる. では伊藤らの定義した一般化ジャンケンでは出す手をど

のような確率で選ぶべきだろうか. 本論文では一般化ジャンケンを 2人ゼロ和ゲームとし

て定式化することにより，この問いに答えることを試みる. 興味深いことに, 伊藤らが定

義した無駄な手のないジャンケンであっても，最適戦略においては確率 0で選ぶべき手,

すなわち, 出すべきでない手, 戦略的に無駄な手が存在することがあることがわかる. より

具体的には, 伊藤らが任意の自然数 n ̸= 2, 4に対して, n手の無駄な手のないジャンケン

が存在することを示したのに対し, 本論文では「戦略的に無駄」な手が存在しないジャン

ケンは必ず奇数手からなることを数理計画的な観点から証明する.

本論文の構成は以下の通りである. 2 節で先行研究である伊藤らの研究について紹介,

記法等を導入する．3節では，一般化ジャンケンを 2人ゼロ和ゲームとして定式化し，3

手, 5手, 6手のジャンケンで取るべき最適混合戦略を求める．4節で，単純なジャンケン

を元に合成したジャンケンでの最適戦略について考察する．5節では，戦略的に無駄な手

を持たないジャンケンは必ず奇数手からなること, またその戦略の一意性などを示す. 最

後に 6節で本論文のまとめを行う．

2 準備

本節では，先行研究である伊藤らの研究 [2]に基づき，グラフ理論の基本的な知識を仮

定した上で, ジャンケンに関する定義，定理を紹介する.
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2.1 ジャンケンとトーナメント

n手からなるジャンケンをグラフにより表現することを考える. 各手を頂点, 勝敗関係

を有向辺を用いて表すと, ジャンケンはトーナメントグラフ, すなわち n-完全グラフの各

辺を適当に有向辺に置き換えたものとして表すことができる（図 1）．頂点数 nのトーナ

メントグラフのことを特に n-トーナメントグラフと呼ぶ．各ジャンケンに対し，それに

対応するトーナメントグラフが存在することになり，逆に任意のトーナメントグラフに対

して，それに対応するジャンケンを考えることができる.

石 

紙 鋏 

図 1 3手のジャンケンのトーナメントグラフ表現

2.2 無駄な手

定義 1. ([2]) トーナメントグラフ G = (V,E)において，ある 2頂点 u, v ∈ V が存在し，

(u, v) ∈ E であり，かつ，任意の w ∈ V \ {u, v}に対して，(v, w) ∈ E ならば (u,w) ∈ E

であるとき，uは v に優越するといい，v は無駄な手であるという．また無駄な手の存在

しないトーナメントグラフとこれに対応するジャンケンを効率的であるという．

ある手 v に優越している手 uは手 v に勝ち，その v が勝てるすべての手にも勝つ．つ

まり，優越している手 u は，手 v の完全な上位互換となっており，わざわざ下位互換と

なっている手 v を使うのは無意味となる. これが v を無駄な手と呼ぶ理由である. なおこ

の定義では手数 1のジャンケン, すなわち |V | = 1, E = ∅のトーナメントグラフも効率
的となる. 実際に 1手しかないジャンケンを遊ぶことはありえない（「あいこ」が続くだ

けである）が, 整合性からここではこのようなトーナメントグラフ (ジャンケン)を自明な

ジャンケンと呼び, 定義通り効率的であると認めることにする.
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トーナメントグラフが効率的であることはグラフの直径の性質により言い換えることが

できる. グラフの頂点対 u, v ∈ V に対し，uから v への距離 dist(u, v)を uを始点，v を

終点とする最短路長で定義し，グラフ G の直径を diam(G) = maxu,v∈V dist(u, v)とす

る．このとき，以下の補題が成立する．

定理 1. ([2]) n頂点からなるトーナメントグラフ G = (V,E)において，以下の 3条件は

等価である．

1. Gは効率的である．

2. Gの直径が 2以下である.

3. Gの任意の有向辺 (u, v) ∈ E に対して, それを含む長さ 3の有向閉路が存在する．

2.3 効率的なトーナメントの存在性

以下の手続きにより，任意の効率的なジャンケンから，手数を 2つ増やした新たな効率

的なジャンケンを作ることが可能である（図 2）．

手続き 1. ([2]) ある n-トーナメントグラフ G = (V,E)に対し，(n+ 2)-トーナメントグ

ラフG′ = (V ′, E′)を作成. ただし V ′ = V ∪{n+ 1, n+ 2}, E′ = E∪{(n+ 1, n+ 2)}∪
{(i, n+ 1), (n+ 2, i) | i ∈ V }を満たす.

この手続きにより，任意のトーナメントグラフ Gから手数を２つ増やしたトーナメン

トグラフ G′ を作成できる. 定理 1から Gが効率的であったとき，G′ も効率的であるこ

とがすぐ確認できる．

2.4 効率的なジャンケン

手数 6程度までなら定理 1を考慮することで，しらみつぶしに効率的なジャンケンの形

を求めることができる．手数 3のときは，日本の通常のジャンケンの形が効率的であり，

この 1 パターンしかない．定理 1 を考慮すると，手数 4 の効率的なジャンケンを作るこ

とはできないことは容易に確かめられる．手数 5の効率的なジャンケンは 2パターン，手

数 6の効率的なジャンケンは 3 パターンある．これらから，手数 3, 6のジャンケンを手

続き 1で拡張していくことにより, 5以上の任意の手数において効率的なジャンケンが存

在することがわかる．
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 効率的な 
トーナメントＧ 

手n+1 

手n+2 

図 2 手続き 1

定理 2. ([2]) 自然数 nに対し、効率的な n-トーナメントグラフが存在する必要十分条件

は n ̸= 2, 4である．

3 単純なジャンケンの最適戦略

3.1 2人ゼロ和ゲームとしての定式化

一般化ジャンケンをプレイヤー 2人（行プレイヤーと列プレイヤー）で遊ぶことを想定

し, 2人ゼロ和ゲームとして定式化する．各プレイヤーはジャンケンのルールに従い, 勝て

ば +1，負ければ −1の利得を得るとし, 行プレイヤーから見た利得行列 A = [aij ]を用意

する．行プレイヤーの取る混合戦略を x = (x1, x2, . . . , xn)
⊤，列プレイヤーの取る混合

戦略を y = (y1, y2, . . . , yn)
⊤ とすると，行プレイヤーの期待利得を最大にすることを目

的とした数理計画問題は, 以下のように定式化できる (⊤ は転置を表す)．また，これを満

たす x∗,y∗ がそれぞれ行プレイヤー，列プレイヤーの最適混合戦略である．

max
xi

min
yj

∑
i

∑
j

aijxiyj

subject to
∑
i

xi = 1,∑
j

yj = 1,

xi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n,

yi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n.
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この定式化は xiyj といった二次項を含むが，最適解 x∗ は, 以下の線形計画問題を解くこ

とにより得られることが知られている [1].

(P) max z
subject to

∑
i aijxi − z ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n,∑
i xi = 1,

xi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n.

以下では本定式化に基づき，一般化ジャンケンの最適戦略について考察する．まず本節に

て自明でない最も単純な 3手の最小のジャンケン，偶数手最小の効率的なジャンケンにつ

いて調べ，さらにその手数固有のジャンケンの最適戦略について考察する．その後，4節

ではジャンケンの拡張と最適戦略の関係について考察する.

3.2 手数 3のジャンケンの最適戦略

まず，自明でない奇数手最小である手数 3 のジャンケンについて考察する．手数 3 の

ジャンケンは本質的には 1種であり, その利得行列は以下の行列 Aであらわされる:

A =

 0 −1 1
1 0 −1

−1 1 0

 ,

節点数 3 のトーナメントグラフを用いた 2 人ジャンケンについて，以下の定理が成り

立つ．

定理 3. 節点数 3 のトーナメントグラフを用いた 2 人ジャンケンにおいて，戦略 x =

(1/3, 1/3, 1/3)⊤ が，唯一の最適戦略である.

証明. ジャンケンの 2 人ゼロ和ゲーム (P) は，自己双対問題（線形計画問題の双対問題

が自身と本質的に同一であるような問題）であるから，(P)の最適値は必ず 0となる [1].

よって，最適戦略を x∗ = (x1, x2, x3)
⊤ とおくと，制約式は，以下をみたす．

x2 − x3 ≥ 0, (1)

−x1 + x3 ≥ 0, (2)

x1 − x2 ≥ 0, (3)

x1 + x2 + x3 = 1. (4)

(1),(2),(3)より, x2 ≥ x3 ≥ x1 ≥ x2 が成立, つまり，x1 = x2 = x3 となる．よって，(4)
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より，x1 = x2 = x3 = 1/3となる．また，この戦略以外に制約をみたす戦略はありえな

いため，これが唯一の最適戦略となる．

3.3 手数 5，6のジャンケンの最適戦略

次に，手数 5のジャンケン, 偶数手最小のジャンケンである手数 6のジャンケンについ

て考える. 後でみるように, 手数 5のジャンケンの最適戦略は手数 6のジャンケンでの戦

略と強い関係がある．前述の通り，節点数 5の効率的なトーナメントグラフは 2パターン

存在するため，それぞれをパターン 5-1，パターン 5-2と呼ぶことにする（図 3，4）．パ

2 

3 

4 5 

1 

図 3 パターン 5-1のトーナメントグラフ

2 

3 

4 5 

1 

図 4 パターン 5-2のトーナメントグラフ

ターン 5-1，パターン 5-2における利得行列はそれぞれ以下の行列 A
(1)
5 ，行列 A

(2)
5 で表

される：

A
(1)
5 =


0 1 1 −1 −1

−1 0 1 1 −1
−1 −1 0 1 1
1 −1 −1 0 1
1 1 −1 −1 0

 ,

A
(2)
5 =


0 1 −1 1 −1

−1 0 1 1 −1
1 −1 0 1 −1

−1 −1 −1 0 1
1 1 1 −1 0

 .
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節点数 5のトーナメントグラフ 5-1, 5-2を用いた 2人ジャンケンについて，以下の定理が

成り立つ．

定理 4. 節点数 5 のトーナメントグラフ, パターン 5-1, パターン 5-2 における唯一の最

適戦略はそれぞれ x(1) = (1/5, 1/5, 1/5, 1/5, 1/5)⊤, x(2) = (1/9, 1/9, 1/9, 1/3, 1/3)⊤ で

ある.

証明. まずパターン 5-1について考える. 先の証明と同様, (P)の最適値は 0になる．よっ

て最適戦略 x(1) = (x1, x2, x3, x4, x5)
⊤ は以下の制約をみたす．

−x2 − x3 + x4 + x5 ≤ 0, (5)

x1 − x3 − x4 + x5 ≤ 0, (6)

x1 + x2 − x4 − x5 ≤ 0, (7)

−x1 + x2 + x3 − x5 ≤ 0, (8)

−x1 − x2 + x3 + x4 ≤ 0, (9)

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 1. (10)

まず (6)+(8) より，x2 ≤ x4 が成立する. 一方, (5)+(7)+(9) より，x4 ≤ x2 が成立す

るため x2 = x4 となる．これを (5) に代入すると x5 ≤ x3 が成立する. (7)+(9) より，

x3 ≤ x5 が成立するため, x3 = x5 となる． これを (6)に代入して， x1 ≤ x4 が成立す

る. 一方, (5) + (8)より，x4 ≤ x1 がするため, x1 = x4 となる．(9)にこれを代入する

と，x3 ≤ x2 が成立する. 一方, (6) + (7) より，x2 ≤ x3 が成立するため, x2 = x3 と

なる．以上より，x1 = x2 = x3 = x4 = x5 となることがわかる．よって，(10) より，

x(1) = (1/5, 1/5, 1/5, 1/5, 1/5)⊤ となる．

次にパターン 5-2 について考える. パターン 5-1 と同様に，制約式のみか

ら最適戦略を求めることが可能である．計算は省略するが, 最適戦略 x(2) は

x(2) = (1/9, 1/9, 1/9, 1/3, 1/3)⊤ となる. いずれも, これらは最適解が満たすべき制約式

を満たす唯一の解であるため, 唯一の最適戦略を表す.

なお,パターン 5-1であらわされるジャンケンの唯一の最適戦略が (1/5, 1/5, 1/5, 1/5, 1/5)⊤

であることは, パターン 5-1 が 3.4 節で導入する平衡ジャンケンに該当するため, 定

理 6 と定理 9 からも容易に確認できる. また，パターン 5-2 の唯一の最適戦略が

(1/9, 1/9, 1/9, 1/3, 1/3)⊤ であることは, パターン 5-2 が, 手数 3 のジャンケンを手続 1

により合成したものとみなすことができるため, 後述の系 1からも確認できる.
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次に，手数 6のジャンケンについて考える．前述の通り，節点数 6の効率的なトーナメ

ントは 3パターン存在する. これらをパターン 6-1, 6-2, 6-3と呼ぶ (図 5, 6, 7)．

2 

3 

4 

5 

6 

1 

図 5 パターン 6-1

2 

3 

4 

5 

6 

1 

図 6 パターン 6-2

2 

3 

4 

5 

6 

1 

図 7 パターン 6-3

パターン 6-1, 6-2, 6-3に対応する利得行列はそれぞれ以下の行列 A
(1)
6 ，行列 A

(2)
6 , A

(3)
6

で表される：

A
(1)
6 =


0 1 −1 −1 −1 1

−1 0 1 −1 1 −1
1 −1 0 1 −1 −1
1 1 −1 0 1 −1
1 −1 1 −1 0 1

−1 1 1 1 −1 0

 ,
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A
(2)
6 =


0 1 −1 1 −1 −1

−1 0 1 −1 1 −1
1 −1 0 1 −1 −1

−1 1 −1 0 1 1
1 −1 1 −1 0 1
1 1 1 −1 −1 0

 ,

A
(3)
6 =


0 1 1 −1 −1 −1

−1 0 1 −1 1 −1
−1 −1 0 1 −1 1
1 1 −1 0 1 −1
1 −1 1 −1 0 1
1 1 −1 1 −1 0

 .

節点数 6 のトーナメントグラフを用いた 2 人ジャンケンについて，以下の定理が成り

立つ．

定理 5. 節点数 6 のトーナメントグラフ，パターン 6-1, 6-2, 6-3 において,

x(1) = (0, 0, 0, 1/3, 1/3, 1/3)⊤, x(2) = (0, 1/9, 1/3, 1/3, 1/9, 1/9)⊤, x(3) = (0, 1/5, 1/5,

1/5, 1/5, 1/5)⊤ が，それぞれの唯一の最適戦略である．

証明. 定理 4の証明と同様, z = 0としたときの制約条件を満たす x がそれぞれ上述のベ

クトルのみであることを示すことができる. 計算略.

これらの最適戦略はいずれも出す確率を 0 とすべき手を含んでおり, 例えばパターン

6-1は手 1, 2, 3を選ぶ確率が 0となっている. ここで行プレイヤー列プレイヤーが共に手

1, 2, 3を確率 0で出すということは, 利得行列 A
(1)
6 の第 4, 5, 6行, 4, 5, 6列のみを選ん

だ行列 A
(1)
6 [4, 5, 6; 4, 5, 6]上でジャンケンを行っていることに相当するが，このときの利

得行列は 3手のジャンケンを表す Aそのものとなっている. 　同様に, パターン 6-2は本

質的にパターン 5-2, パターン 6-3はパターン 5-1と同じであることがわかる.

以上で，奇数手，偶数手最小のジャンケンで取るべき戦略がわかった．次に，奇数手の

ジャンケンのみに考えられる「平衡ジャンケン」の最適戦略について考察する.
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3.4 平衡ジャンケン

一般に，各頂点の出次数, 入次数が等しい有向グラフを平衡有向グラフ (balanced

directed graph)と呼ぶ. これに倣い, 各頂点の出次数, 入次数が等しいトーナメントグラ

フグラフを平衡トーナメントグラフ (balanced tournament graph), そのようなトーナメ

ントグラフによりあらわされるジャンケンを平衡ジャンケンと呼ぶことにする. 定義より,

平衡トーナメントグラフは常に奇数頂点からなる. 平衡ジャンケンでは, そのトポロジー

にかかわらず, 等確率で手を出す戦略が最適であることを示すことができる.

定理 6. ℓ を自然数とする. 節点数 2ℓ + 1 の平衡ジャンケンにおいて，戦略 x =

(1/(2ℓ+ 1), 1/(2ℓ+ 1), . . . , 1/(2ℓ+ 1))⊤ は，最適戦略である．

証明. 平衡ジャンケンでは, 各頂点 j において,∑
i

aij = 0 (11)

が成立する. 問題 (P)の制約条件にて, x = (1/(2ℓ+ 1), 1/(2ℓ+ 1), . . . , 1/(2ℓ+ 1))⊤ を

代入すると, (11)より,

2ℓ+1∑
i=1

aijxi =
1

2ℓ+ 1

2ℓ+1∑
i=1

aij = 0 ≥ z, j = 1, 2, . . . , n,

2ℓ+1∑
i=1

xi =

2ℓ+1∑
i=1

1

2ℓ+ 1
= 1.

となり, 実行可能解かつ, 目的関数値が 0となることがわかるが, 自己双対性よりこれは最

適解である.

4 ジャンケンの合成とその最適戦略

本節では, 2.3 節で紹介した手続き 1 を一般化した概念として, ジャンケンの合成につ

いて考えた後, 合成と最適戦略の関係について考察する. 議論に進む前に, 以下を定義 (確

認)しておく.

定義 2. 手 1のみからなるジャンケン (手数 1のジャンケン)における (最適)戦略は, 確

率 1で手 1を出すことである.
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4.1 ジャンケンの合成

まずジャンケンの合成を定義する. この定義においては，便宜上, 1点のみからなるグラ

フもトーナメントグラフと見なすことにする.

定義 3. n-トーナメントグラフ G = ({1, 2, . . . , n}, E), n 個のトーナメントグラフの列

(H1,H2, . . . , Hn)（ただし, Hi = (Vi, Ei), i = 1, . . . , n)に対し,

V ′ =
∪

i=1,...,n

Vi,

E′ =
∪

i=1,...,n

Ei ∪
∪

(i,j)∈E

{(u, v) | u ∈ Vi, v ∈ Vj},

を考える. このとき, これらを頂点集合, 辺集合とするグラフ G(H1, . . . ,Hn) = (V ′, E′)

を (H1,H2, . . . , Hn)の G上での合成と定義する.

この定義について補足する. G(H1, . . . ,Hn)の頂点集合は, H1,H2, . . . ,Hn のすべての

頂点を併せたものであり, 各 Vi の中での辺は Hi のまま張られている. その他の頂点間,

例えば Vi に属する頂点 u と Vj に属する頂点 v の間に張られる辺は, G の辺の向きに従

う. すなわち, (i, j) ∈ E ならば (u, v)である, (j, i) ∈ E ならば (v, u)である. この定義

より, 各頂点間には有向辺が張られるため, 得られる G(H1, . . . , Hn)もトーナメントであ

る. このとき定理 1から次の定理が成立する.

定理 7. 効率的な n-トーナメントグラフ G = ({1, 2, . . . , n}, E)と効率的な n個のトーナ

メントグラフの列 (H1,H2, . . . , Hn)が与えられたとき, (H1,H2, . . . , Hn)を G上で合成

して得られる G(H1, . . . , Hn)も効率的なトーナメントである.

ここで改めて手続き 1 について考える. 3 手からなる効率的なトーナメント G3 =

({1, 2, 3}, {(1, 2), (2, 3), (3, 1)}) と, 与えられた n-トーナメント G = (V,E) を H1, 1 頂

点のみからなる H2 = ({n + 1}, ∅), H3 = ({n + 2}, ∅)とし, (H1,H2,H3)を G3 上で合

成して得られるトーナメント G3(H1, H2,H3)は手続き 1によって得られる G′ そのもの

である. すなわち, 合成を手続き 1の一般化とみなすことができる.
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4.2 最適戦略の合成

前節で定義したトーナメントの合成とその上でのジャンケンの最適戦略の関係につい

て, 以下を示すことができる: G(H1, . . . , Hn) における最適戦略は, G と各 Hi における

最適戦略から「合成」することができる. 以下これを示すが，その前にまず記法を導入す

る. ベクトル x = (x1, x2, · · · , xn)
⊤ に対して y = (cx1, cx2, · · · , cxn, yn+1, yn+2, · · · )⊤

であるとき，これを簡潔に y = (cx, yn+1, yn+2, · · · )⊤ などと表すことにする．

定理 8. n-トーナメントグラフ G = ({1, 2, . . . , n}, E) におけるジャンケンの

ある最適戦略 x∗ = (x∗
1, . . . , x

∗
n)

⊤ と, トーナメントグラフ Hi = (Vi, Ei)

(i = 1, 2, . . . , n) 上の最適戦略 y(i)∗ (i = 1, 2, . . . , n) が与えられたとする. この

とき, (x∗
1y

(1)∗, x∗
2y

(2)∗, . . . , x∗
ny

(n)∗)⊤ は G(H1, . . . , Hn) におけるジャンケンの最適戦

略である.

証明. G の利得行列を A = [aij ], Hi の利得行列を B = [b
(i)
uv ], G(H1, . . . ,Hn) の利得行

列を C = [cuv]とする. 頂点 uが元々 Hi の頂点であった (すなわち, u ∈ Vi)とすると,

cuv =


b
(i)
uv v ∈ Vi,

0 v = u,

aij v ∈ Vj(j ̸= i)

である. このとき, α = (αu) = (x∗
1y

(1)∗, x∗
2y

(2)∗, . . . , x∗
ny

(n)∗)⊤ が問題 (P) において

z = 0 としたときの実行可能解となっていれば, 自己双対性より最適解であると言える.

以下これを示すが, 簡単のため y(i)∗ の uに対応する頂点の成分を単に y∗u と書くことにす

る. まず x∗,y(1)∗, . . . ,y(n)∗ のそれぞれの実行可能性から,

∑
u

αu =
n∑

i=1

∑
u∈Vi

αu =
n∑

j=1

∑
u∈Vi

x∗
i y

∗
u

=

n∑
i=1

x∗
i

∑
u∈Vi

y∗u =

n∑
i=1

x∗
i = 1.
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また (αu)を (P)の v 行左辺に代入すると (v ∈ Vk とする),

∑
u

cuvxu =
n∑

i=1

∑
u∈Vi

cuvαu

=
∑
i̸=k

∑
u∈Vi

cuvαu +
∑
u∈Vk

cuvαu

=
∑
i̸=k

aik
∑
u∈Vi

αu +
∑
u∈Vk

b(k)uv αu

=
∑
i̸=k

aikx
∗
i

∑
u∈Vi

y∗u + x∗
j

∑
u∈Vk

b(k)uv y
∗
u (12)

となる. y(i)∗ の Hi における実行可能性から, 各 i において,
∑

u∈Vi
y∗u = 1 が, y(k)∗ の

Hk における最適性から
∑

u∈Vk
b
(k)
uv y∗u ≥ 0が, x∗ の Gにおける最適性から

∑
i aikx

∗
i =∑

i ̸=k aikx
∗
i ≥ 0 がそれぞれ成立するため, (12)は∑

u

cuvxu ≥
∑
i ̸=k

aikx
∗
i ≥ 0

となるため, (P)の u辺に対応する制約条件も z = 0の下で満たすこととなる. 以上から

(αv)が最適解となることが示された.

定理 3 とこの定理から, 手続き 1 に関する最適戦略を以下のように導出することがで

きる.

系 1. トーナメントグラフ Gで定義されるジャンケンの最適戦略が x∗ であるとき, Gに

手続き 1を適用して得られる G′ で定義されるジャンケンにおいて,(
1

3
x∗,

1

3
,
1

3

)⊤

は最適戦略である.

なお, 伊藤らは手続き 1を続けることにより作成されたジャンケンが興奮度という尺度

の最大となるジャンケンであることを示している [2]．この系は, 興奮度最大のジャンケ

ンの最適戦略を，1敗しかしない手と 1勝しかできない手を選ぶ確率をそれぞれ 1/3にす

る形で再帰的に導くことができることを示している.

この節の最後に, 合成とその最適戦略の例を一つ挙げておく．手数 5のジャンケン (パ

ターン 5-1)における手 5を，手数 3のジャンケンに置き換える形で合成する (図 8). 定
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理 4, 定理 3より, パターン 5-1の最適戦略は，x = (1/5, 1/5, 1/5, 1/5, 1/5)⊤, 手数 3の

ジャンケンの最適戦略は，y = (1/3, 1/3, 1/3)⊤ であるため, この 7手のジャンケンの最

適戦略は，(1/5, 1/5, 1/5, 1/5, 1/15, 1/15, 1/15)⊤ となる.

2 

3 

4 

1 

5 

6 7 
３手の 
ジャンケン 

図 8 合成による 7手のジャンケン

5 戦略的に無駄な手

3節, 4節と特定の形をした一般化ジャンケンにおける最適戦略, またジャンケンの合成

と最適戦略の関係について考察を行った. ここで手数 6のジャンケンの最適戦略に注目す

る．手数 6の効率的なジャンケンは 3パターンあるが，定理 5で見たように, いずれのパ

ターンにも最適戦略において, 出す確率を 0とすべき手，すなわち「出すべきではない手」

が存在している．しかし，この手は他の手の直接的な下位互換となっているわけではな

い．つまり，伊藤らの定義に基づけば意味のある手であっても，戦略的な観点からは無意

味となる手が存在しうることを意味している．以上を踏まえ, 次のように定義する．

定義 4. 一般化ジャンケンが与えられたとき, ある最適戦略において確率 0となる手を戦

略的に無駄な手と呼ぶ．またすべての最適戦略において確率 0となる手を全戦略的に無駄

な手と呼ぶ．戦略的に無駄な手が存在しないトーナメントグラフを狭義戦略効率的なトー

ナメントグラフ, これに対応するジャンケンを狭義戦略効率的なジャンケン, 全戦略的に

無駄な手が存在しないトーナメントグラフを単に戦略効率的なトーナメントグラフ, これ

に対応するジャンケンを戦略効率的なジャンケンと呼ぶ.

ここで「戦略的に無駄な手」は「無駄な手」の一般化に, 「狭義戦略効率的なトーナメ
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ントグラフ」は「効率的なジャンケン」の一般化になっている. 実際, 手 iが手 j に優越

するようなジャンケンを考えたとき, ある最適戦略において手 j を選ぶ確率が x∗
j > 0で

あるようなベクトル x∗ = (x∗
1, . . . , x

∗
n)

⊤ があったとすると, x∗ の第 i成分に第 j 成分を

足し, 第 j 成分を 0としたベクトル x′ = (x∗
1, . . . , (x

∗
i + x∗

j ), . . . , 0, . . . , x
∗
n)

⊤ も最適戦略

であり, 定義より手 j は戦略的に無駄な手となっている (後述するが，これらは共に「全

戦略的に無駄な手」「戦略効率的なトーナメントグラフ」に置き換えることができる).

さて, 定理 3より節点数 3のトーナメントグラフは狭義戦略効率的であることから, こ

れに手続 1を繰り返し適用することにより得られるトーナメントは，すべて戦略効率的で

ある (系 1). つまり, 任意の奇数 n ≥ 3に対して, 手数 nの戦略効率的なジャンケンが存

在する. また後述の議論より, これらは狭義戦略効率的である．

では偶数手の戦略効率的なジャンケンは存在するのだろうか. ここまで見てきたように,

手数 4の (戦略)効率的なジャンケンは存在しない. また定理 5より, 手数 6の戦略効率的

なジャンケンは存在しない. 実は, 次の定理よりどのような偶数 nに対しても, 手数 nの

戦略効率的なジャンケンは存在しない.

定理 9. あるジャンケンが戦略効率的であるなら，そのジャンケンは奇数手からなる. ま

たその最適戦略は一意である.

以下，これを証明するための準備を行う. まず次の補題を示す.

補題 1. ジャンケンが戦略効率的であることの必要十分条件は, すべての手に対してその

手を出す確率を正とする最適戦略が存在することである.

証明. この条件は 3.1節の (P)において xi > 0, i = 1, . . . , nとなる最適解が存在するこ

とを意味する. (←)定義より明らか. （→）戦略効率的ならば，各 iに対して, xi > 0を満

たす最適解が存在する. これを x(i) とおくと,
∑n

i=1 x
(i)/nによって定義される xi は (P)

の最適解かつ, xi > 0, i = 1, . . . , n を満たす.

さて, (P)を詳しく見るため, z = xn+1 とし, 以下を定義する.

A′ =


−1

A⊤ ...
−1

1 · · · 1 0

 , x =


x1

...
xn

xn+1

 , b =


0
...
0
1

 ,
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これらを用いると, (P)の目的関数は b⊤xと表され, また制約条件を満たす xは A′x ≥ b

を満たす. また双対問題 (D)の変数を y = (y1, . . . , yn, yn+1)とすると, 目的関数は b⊤y,

制約条件を満たす y は A′⊤y ≤ bを満たす. これらを元に相補スラック条件を考える. 最

適解の組 x∗,y∗ に対して, b⊤x∗ = b⊤y∗ が成立することから,

0 = b⊤x∗ − b⊤y∗ ≥ (A′⊤y∗)⊤x∗ − y∗⊤b

= y∗⊤(A′x∗)− y∗⊤b = y∗⊤(A′x∗ − b) ≥ 0

すなわち, j = 1, . . . , nに対して, y∗j > 0 ならば,
∑n

i=1 aijxi − xn+1 = 0が成立する. ま

た (P) の n + 1 番目の制約は等式制約である. (P) が自己双対であることを考慮すると,

以下が成立する:

補題 2. (P)の最適解 x∗ = (x1, . . . , xn, xn+1)
⊤ で, xi > 0 (i = 1, . . . , n) を満たすもの

が存在するならば, 連立方程式 A′x = bは解を持つ. また x∗ はその解の一つである.

以上で，定理 9の証明の準備が整った. 以下，背理法により証明を行う.

証明. (定理 9) 偶数 n 手の戦略的に効率的なジャンケンが存在したとする. 補題 1,

2 より, A′x = b は解を持つ. ジャンケンの定義より, 利得行列 A は歪対称行列, す

なわち A⊤ = −A であるから, A′ は (n + 1) × (n + 1) の歪対称行列である. 一般に

n × n の歪対称行列 B は, n が奇数のとき, 非正則であることが知られている. これは

det(B) = det(B⊤) = det(−B) = (−1)n det(B)から容易に確かめることができる. この

ことから, A′ は非正則, すなわち, rank(A′) ≤ nである (rankは行列の階数を表す). この

ことは, A′ を簡約化したときの主成分数が n以下であることを意味する. 一方, トーナメ

ントを表す行列の階数は nが奇数のときは n− 1, nが偶数のときは nであることが知ら

れている [3]. つまり, Aを簡約化すると単位行列になる. 以上から，A′ の簡約化は (1)ま

ず Aを単位行列に簡約化するのと同じ行基本変形をに施し, (2)第 1行から n行までを順

に第 (n + 1)行から引くことにより完成し, 第 (n + 1)行の要素はすべて 0となる. すな

わち, [A′|b]の簡約化は A′ を簡約化する行基本変形 (上述)を施すことにより得られ, bの

(n+ 1)要素の 1はそのまま残ることになる.

以上は, A′ の階数が n であるのに対し, [A′|b] の階数が n + 1 であることを意味する.

これは A′x = bは解を持つことに反する. これより, 偶数 n手の戦略的に効率的なジャン

ケンが存在しないことがわかる.

次に, 戦略的に効率的なジャンケンが存在した場合, その最適戦略は一意であることを

示す. 上述の議論より, 戦略的に効率的なジャンケンが存在した場合, それは奇数手 nか

17



らなる. 補題 1, 2から A′x = bは解を持つ. さて, A′ は n+1点からなるトーナメントを

表す行列とみなすことができる. 上と同様 (n + 1が偶数であることから), [3]から A′ の

階数は n+ 1，すなわち正則である. よって A′ には逆行列 A′−1 が存在するため, 最適解

は A′−1bと一意に定まる.

定理 9と補題 1から, 任意の戦略効率的なジャンケンではすべての手に対してその手を

出す確率を正とする最適戦略が存在し, それが唯一の最適戦略であることがわかる. この

ためいずれの手も戦略的に無駄な手ではないことから, これは狭義戦略効率的であること

がわかる. つまり, 先述のように「戦略的に無駄な手」「全戦略的に無駄な手」は「無駄な

手」の一般化になっているし,「狭義戦略効率的なトーナメント (ジャンケン)」「戦略効率

的なトーナメント (ジャンケン)」は「効率的なトーナメント (ジャンケン)」になってい

る. また前節で示した定理からいくつかの系が導かれる. 以下，これらをまとめておく.

定理 10. トーナメント Gが定義するジャンケンにおいて, 以下の 4条件は等価である．

1. Gにおいて, すべての手に対してその手を出す確率を正とする最適戦略が存在する.

2. G における最適戦略が一意であり, その最適戦略において各手を出す確率は正で

ある.

3. Gは戦略効率的である．

4. Gは狭義戦略効率的である．

系 2. 戦略効率的なトーナメントグラフは効率的である.

系 3. 節点数 2ℓ+1の平衡ジャンケンにおける唯一の最適戦略は x = (1/(2ℓ+1), 1/(2ℓ+

1), . . . , 1/(2ℓ+ 1))⊤ である．

系 4. 任意の平衡トーナメントグラフ (ジャンケン)は効率的である.

系 5. 戦略効率的な n-トーナメントグラフ G = ({1, 2, . . . , n}, E) における

ジャンケンの最適戦略 x∗ = (x∗
1, . . . , x

∗
n) と, 戦略効率的なトーナメントグラフ

Hi = (Vi, Ei)(i = 1, 2, . . . , n) 上の最適戦略 y(i)∗(i = 1, 2, . . . , n) が与えられた

とする. このとき G(H1, . . . ,Hn) は戦略効率的であり, その唯一の最適戦略は

(x∗
1y

(1)∗, x∗
2y

(2)∗, . . . , x∗
ny

(n)∗)⊤ である.
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6 まとめと今後の課題

本論文では, 伊藤らにより定義された無駄な手のない n手ジャンケン — 効率的なジャ

ンケン — に対して最適戦略の観点から考察を行った．興味深いことに, 効率的なジャン

ケンであっても戦略的には出すべきでない手が存在する場合がある. 本論文ではこのよう

な観点から「無駄な手」を最適戦略の観点から一般化した「戦略的に無駄な手」を定義し

その性質を調べた. 伊藤らが効率的なジャンケンに対する有向グラフとしての特徴づけを

行い, 構成的な証明により自然数 n ̸= 2, 4に対して, 手数 nの効率的なジャンケンの存在

性を示したのに対し, 本論文では偶数手の戦略効率的なジャンケンは存在しないことを数

理計画的に, 任意の奇数 nに対して, n手の戦略効率的なジャンケンが存在することを構

成的に示した.

定理 9から, 偶数 nに対しては, n-トーナメントグラフは効率的であっても戦略効率的

ではないことがわかる. 一方, 奇数 nに関しては, 例えば n = 3, 5の効率的なトーナメン

トグラフは 3節で見たようにいずれも戦略効率的である. また, 4節の最後で見た n = 7

の効率的なトーナメントグラフも戦略効率的である. さらに奇数手数の平衡トーナメント

も系 3より戦略効率的であるし, 系 1より, 戦略効率的なトーナメントグラフに手続 1を

繰り返し適用して得られるトーナメントグラフは戦略効率的である. このように眺めると,

「奇数 nの効率的なトーナメントグラフはいずれも戦略効率的なのではないか？」と思わ

れてくるが, 実際のところどうなのだろうか.

残念ながらこの「予想」は成立しない. 例えば, 3.3 節でとりあげた 6 頂点

のパターン 6-1 トーナメントグラフ G
(1)
6 , 1 頂点のみからなる H1 を合成した

G6(G
(1)
6 ,H1,H1,H1,H1, H1)を考える. これは 11頂点からなる効率的なトーナメントグ

ラフであり, 定理 8から (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1/3, 1/3, 1/3)⊤ はその最適戦略である. よっ

て定理 10より, この 11点のトーナメントグラフが与えるジャンケンは, 効率的であるが

戦略効率的ではない奇数頂点数のトーナメントグラフの例となっていることがわかる.

この例からもわかるように, 合成によって得られるジャンケンが戦略効率的か否かは合

成元となるジャンケンの性質に左右される. となると, 今度は次のような疑問が浮かぶ：

合成によって得られないような奇数手のジャンケン (固有型と呼ぶ)で戦略効率的でない

ものが存在するのだろうか. 固有型のトーナメントグラフは効率的なトーナメントグラフ

の合成において, 合成数における素数のような役割を果たすものであるが, 例えばその典

型例として以下に定義する「すくみ型」がある.
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定義 5. 次の (2ℓ + 1)-トーナメントグラフ G = (V,E) を以下のように定義する：頂点

V = {1, 2, · · · , 2n+ 1} とし，f(x) ≡ x mod 2ℓ + 1 (ただし 1 ≤ f(x) ≤ 2ℓ + 1) とし

たとき, Ei = {(i, f(i + 1)), (i, f(i + 2)), · · · , (i, f(i + ℓ)), (f(i + ℓ + 1), i), (f(i + ℓ +

2), i), . . . , (f(i+ 2ℓ), i)}, E =
∪2ℓ+1

i=1 Ei とする. このトーナメントグラフと，これに同型

のものをすくみ型と呼ぶ．

このすくみ型が固有型であることは以下のように背理法により確かめられる：固有

型でないとすると, 3 点以上からなる集合 S が存在し, S で誘導される部分グラフも

効率的となっている. この S に対し, ∀u ∈ S : (i, u) ∈ E, ∀u ∈ S : (u, j) ∈ E, と

なるような点 i, j ̸∈ S が存在する. このことは, S ⊆ {f(i + 1), . . . , f(i + ℓ + 1)},
S ⊆ {f(j + ℓ + 2), . . . , f(j + 2ℓ)}を意味する. しかし, このことは S で誘導される部分

グラフが非巡回となることを意味し, 効率的となることに反する. 以上から, すくみ型は固

有型である. しかし, すくみ型は同時に平衡トーナメントグラフでもあるため, 定理 6 か

ら戦略効率的であり, 上述の疑問に答えるものではない.

以上の議論から, 例えば, 奇数頂点数の固有型トーナメントグラフで戦略効率的でない

ものが存在するかどうか, など色々な興味深い未解決の問題が残っていることがわかる.
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